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1. Les ondes superficielles de |'eau. Les ondes de surface de I'eau ont tendance a
s'écraser sur dlesmémes et c'est aing non seulement sur laplage maisaussi en pleine mer. En
effet, G.B.Airy a donné (non pas demontré mathématiquement) en 1848 [1] ses fameuses
équations des ondes en eau peu profonde comme la seconde approximation pour les ondes de
surface del'eau d'ampleur finie apres la premiére approximation de Lagrange dans son livre [14]
par | 'équation linéaire des ondes pour les oscillations infinitésimales :

(1.1 0 Ut ul,+9y,=0
(1.2 O v+ uyy+ v, =0, v>0, (Airy, 1848),

ol u estlavitesseet y —7y(t,x) =0 représente leprofil des ondes de surface del'eau. Elles
s'écrasent, en effet, dans un temps fini; soient :

(1.3) P=u+2@¥2, 0Q=u-2@n¥?,

aorselessatisfont aux équations

(1.4) P+ (@)Y WP, =0, Q- (g% uQ, =0,

représentant des mouvements de surface de I'eau avec les vitesses dépendantes d'apmleur des
ondes, c'est-adire que la créte savance plus vite que le creux et ainsi la "té&e" dépasse "le
corps’ pour s'écraser sur ele-méme.

Ladécouverte de l'onde solitaire de surface del'eau par J.Scott Russell en 1834[27] est donc
quelque chose de tres singulier et par la suite, un nombre considérable de mathématiciens
éminents de 19e siécle se sont intéresses aux ondes superficielles de I'eau tels que, entre autres,
G.G.Stokes, Lord Rayleigh...

Airy sest violemment opposé a l'idée de I'onde solitaire de Scott Russell, alors que
G.G.Stokes donnait une seconde approximation de vitesse de propagation indépendante
d'ampleur pour les ondes d'ampleur finie en 1848 [30]. L'idée de I'onde solitaire est
considérablement renforcée par la découverte de | 'équation de Boussinesq [2]:



(15) U — Uyy — (302 + (U3)Uyy )y, = 0,

et celle de Korteweg - de Vrieq[13]:

(1.6) U; + U, + 3uu, + (1/3)u 0,

Xxx =
qui admettent les ondes solitaires comme des solutions particulieres.

Mais il est trés difficile de voir la structure des ondes superficielles de I'eau atravers des
équations "approchées" ainsi déduites, méme apres la démonstration mathématique de
I'existence des solutions analytiques périodiques d'ondes de surface de I'eau par Levi-Civitaen
1925[17] et ensuite par Struik également en 1925[31], et celle d'ondes solitaires par
M.Lavrentiev en 1947[16] et Friedrichs-Hyers en 1954 6].

Or Friedrichs a proposé (ou plutét découvert) en 1948[5] une procédure systématique pour
obtenir les équations d'Airy apartir d'équations d'Euler originaes pour les ondes superficielles

de I'eau en considérant le probléme nondimensionnel pour le potentiel @& et le profil de
surface y = TI'(t,x) pour un écoulement bidimensionnel:

(1.7) 62d>xx+ CI)yy =0 dans Q=0 (xy):xOR, O<y<T(tx)d,
(1.8) ®,=0, xOR, y=0,

(1.9) 2@+ (U2, 2+ y) + (1/2)<1>y2 =0, xOR, y=T(tx),
(1.10) 82(Ty + T, @, ) ®, =0, XOR, y=T(tX).

En supposant un développement de solutions et d'éguations en séries entiéres par rapport a un

paramétre non-dimensionnel 6 qui intervient d'une maniére naturelle dans la non-
dimensiondisation du probléme représentant le ratio de la profondeur moyenne h de I'eau ala

longuer desondes A: & = h/A. Friedrichs amontré que les premiers termes de développement
satisfaisaient aux éguations d'Airy. |l sest particuliérement intéressé a cette procédure, car les
équations d'Airy sont exactement les mémes que celles pour le mouvement de gaz polytropique
[3].

Lui-méme n'a pas démontré la Iégitimité mathématique de son développement, et c'est
L.V.Ovsjannikov qui a donné une justification mathématique pour les premiers termes lorsgue
les ondes éaient spatialement périodiques [25]. Nous avons démontré que les solutions
analytiques du probléme nondimensionnel existent et sont indéfiniment différentiables par

rapport ace parametre nondimensionnel o et que par lasuite le développement de Friedrichs est
mathématiquement Iégitime pour les solutions analytiques[9]. On a par conséguent donné une
justification mathématique pour les équations d'Airy également pour les solutions analytiques
qui ne sont pas nécessairement périodiques spatialement [8].

Le développement de Friedrichs nous a permis de donner une justification mathématique pour
|'équation de Boussinesq et celle de Korteweg-de Vries comme des éguations approchées
découvrant la structure des ondes "longues'[10]; elles satisfont aux relations telles que les

quantités ¢ et &2 définies par



(#)  e=(I'ampleur a)/(laprofondeur A) e §2 = ((laprofondeur h)/(lalonguer k))2

sont de méme ordre comme infinitésimaux lorsque I'on fait tendre A vers l'infini et o vers

zé&ro, alors que ¢ restefini, & tendant vers zéro pour les ondes en eau peu profonde d'Airy,
(voir égdement F.Ursell [32]). Notons enfin que nous avons donné également une justification
mathématique pour |'équation de Kadomtsev-Petviashvili comme une équation approchée pour
les ondes longues caractérisées en haut dans | 'écoulement tridimensionnel [12].

Dans cet article, on donnera exactement la méme théorie que celle mentionnée plus haut, cette

fois-ci dans le systéme de coordonnées de Lagrange. Les démonstrations détaillées seront
publiées ultérieurement sous letitre: Ondes lagrangiennes de surface del'eau |, 1.

2. Le probleme dans le systeme de coordonnées de Lagrange. Le probléme est régi
par |es éguations suivantes:

les équations dynamiques

(2.1) Xttxg + (ytt+ g)ya + pg Ip=0
(2.2) Xttxn + (Yt g)yn+ pn Ip =0,

et|' équation de continuité

(2.3) x&yn - xnyg =1,
dans
(2.4) Q=0 (Em):0<n<h@0C,

avec les donnéesinitides:

(2.5) x(0,Em) =&, y(0&m) =n,
(2.6) x; (0&,m) =x1&m), y; (0.&m) = yEm);

ol p=p(tE,m) représentelapression, p ladensité commeune constanteet g lapesanteur.

On sexplique, avant d'aborder le probléme, pourguoi on essaie de refaire les mémes éudes
gue nous avons dgafaites dans les années 80 dans le systeme de coordonnées de Lagrange cette
fois-ci. Dans le systeme de coordonnées d'Euler, il sagissait du probleme aux limites pour
| 'équation elliptique (essentiellement | 'éguation de Laplace) avec les conditions aux bords



définies par les équations (1.9) - (1.10). Et tout le probleme éait concentré dans la facon
d'écrire d>y sur lafrontiére libre (ondes superficielle de I'eau) par les valeursde @, sur la
frontiere pour obtenir un systeme complet d'équations sur la frontiere libre. La non-linéarité est

concentrée sur cet opérateur Dirichlet-Neumann de fonction du potentiel sur la frontiére libre.
Pour une solution analytique, nous |'avons explicité suivant Ovsjannikov par le noyau de
Cauchy pour |'écoulement bidimensionnel et obtenu des estimations a priori uniformes par

rapport au parametre & pour @, par lesvaleurs del] d)x,dDyD sur lafrontiere libre dans le cas

de | 'écoulement tridimensionndl.

On considere, dans cet expose, les ondes superficielles de I'eau en écoulement bidimensionnel
dans le systeme de coordonnées de Lagrange ou la couche initide est une bande, c'est-a-dire

(2.4) avec h(§) = h: constante:

(2.4)' Qp=0(@Emn):E0R, 0<m<h:congtante] .

Le cas plus généra ou h = h(§) est unefonction de & peut étre ramené au cas présent si les
ondes ne sont pas trop grandes, c'est-a-dire que d'apres |'énergie E(f) quel'on définiraci-
dessous h = h(§) est petitedans lesens qu'on ait E(h(§)-h) + E(Dg(h(ﬁ)—h)), D& =0 /0 ¢,

est petite.

On vadonc considérer | ‘évolution temporaire de €2 dans

(2.7) Q=0 (xy): xOR, 0<y<y(tE, h)D

d'apres leséquations (2.1),(2.2) et (2.3). On é&endrad'abord le probléme sur une bande
(2.4)" Q=0@Em):E0R, 0<n|<h: constante]

en définissant lesinconnuespour 1 <0 par

x(t,€,m) = x(t.&, —)
(2.8) y(t&n) =-y(tE& )
p(t.&,m) = p(t.&, —).

L e probleme nondimensionnel qu'on varésoudre ici s'écrit comme suit pour les quantités
nondimensionnelles, avec prime, définies par

*) (tEm) = ((o)t, AL, hn), (x.y,p) = (Ax', hy", pghp’),

ol g, lapesanteur et c=(gh)L2, lavitesse sonore; on écrit les équations en laissant tomber le
prime de quantités nondimensionnelles:



(2.9 xuxé + (82ytt + l)y& + p&= 0

(2.10) Xttxn + (82ytt + 1)yn + pn: 0,

I" équation de continuité:

(2.11) xgyn - xny<tb =1,
dans
(2.12) Q=0@Em):0<m<10,

avec les données initiales

(2.13) x(0,En) =¢, y(0.En)=n,

(214) Xt(0’§1n) = Xl(&nﬂ)! yt(oiiin) = yl@,ﬂ),

et les conditions aux bords

(2.15) p(t.&,1) =0, y(t5,0) =0,

et enfin | 'équation de surfacesur n =1
(2.16) X (Dxe(D) + (8% (1) + Dye(1) =0

avec Xy (1) =xy (1LE,1) ete.

Pour obtenir les solutions analytiques du probléme (2.9)-(2.16) pour le systeme d 'égquations
elliptiques nonlinéaires (2.9)-(2.11), on le transforme suivant M.Shinbrot [28] au probleme
elliptique linéaire non-homogene pour les coefficients de développement en séries formelles de
Taylor de supposées solutions. Soient en effet:

217! X=E+ 210 ew KNEMS) /NN,

(2.17)? Y= N+ 2 <o (YENS) /M),



(2.17)3 P=-M-D+2 ogp<o (PMENS) /M),

alors on obtient les équations suivantes pour les coefficients (X, Yy, P (E,1;9):

(2.18) XN+ @8O Gy +0pT%+ @™ 1=0, n0 3; X2+0Op°=0,

(2.19) 0oxX"+wrt=0,n02; Déxl + Dn(Byl) =0,

avec les conditions aux bords:

(2.20) p"(¢,1;8) = 0, nO 0; dy"(€,0;8) =0, nO 1;

et enfin | 'équation de la surface de |'eau:
(2.21) x(1) + (1/6)D§(8yn_2(1)) +om i) =0n03 xX1=0,

ol xN=x" &M, O= (Dg, D)= (0 /o g, (1/8)d 10 M),

q)n—l — (q)n—l’ Wn—l) —

(2.22) =20yt n-2Cy_2 x¥Ox"V+ @y")(@ &™), nO3,
ol=0,

Cl

(2.23) W= 200y nea nCy Opx” D (By™Y) = D x” De(8y™™Y), no 2.

En définissant une certaine énergie  E(X™) pour dérivées par rapport au temps et E(D"X "),

avec DM=X uom Dém_“Dn”, pour dérivées par rapport aux variables spatiales, on obtient



(voirg§ 3) une série d'estimations apriori telles que:

Proposition 2.1 |l existe une constante C positive indépendante de (n,d) tellequel'on ait:

E(XMO c[ED2X™2) + EDX™?) +
+ 250y n2Cy_p EV)EX™Y) + EOX™V)+
224) +Zy5ygn1 nCy EXEX™Y)+ EOX™Y) +

+ 250 n3 nCl EOXV)EOX™V72) + E(XV)(EDX"V ) + ED2X"V9)d.

Proposition 2.2 |l existe une constante C positive indépendante de (n,d) telequel’'on ait:
EO™™ 0 c[ED™2x"?) + Ep™IX2) 4

Vv m— n—-v
+2o0van1 n-2Cy_o0 Zoouom mCy EOH*XV)EDMHX V)4
(2.25) + 200 40 ml m+1C, EO"xY)EDMI-Mx ™V O+
Vv m— n—v
+ 210y ne1 nCy0 Zoouom mCy EOHXV)ED™ HXMY) +
+ 200 u0mi wlCuE(D”XV)E(Dml_“X My 4
\% MH-2— Ly, N—V—2

+ Zog o met. meaCEOMXEO™ XY A0 ],

Pour obtenir ces estimations a priori uniformes par rapport au paramétre & , supposons que le
mouvement de I'eau soit initillement irrotationnel: en effet, en supprimant la pression p de

(2.9)-(2.10) et enintégrant unefois par rapport au temps, on obtient pour lavitesse (u, ov) =
= (Xp Oy, |'équation suivante:

(2.26) X§UT1+ (Syi)(é‘)vn) - Xnui - (Syn)(ﬁvg) =0,



gui donne

D, x1 — D&(Syl) =0,
(2.27)

n_ n -1 _ n—1_
Dn X D§(8y ) + DT] () D(tb 17} 0, nJ 2.

D'ou, I'on obtient, compte tenu de | 'éguation (2.19), les éguations elliptiques linéaires non-
homogeénes pour (X", 8y"™), en supprimant p":

2,n 2,0 _n-1_ -1 _ n-1, _ n-1
(2.28) Dﬁ X+ Dn X' =fr "= Dn(ng) Dg\p ) Dﬁw :

(2.29) D§2(8yn) + Dn2(8yn) =g1= Da(an)”—l - Diwn_l) - an”—l, n0 2.

|| est anoter ainsi que lesdonnéesinitides (x1, 8y1) doivent satisfaire aux équations

2,1 2,1 251 2(5v1) =
(2.30) Déx +an 0, D& (6y)+Dn 0yt =0,

ce qui nous permet d'obtenir les estimations a priori uniformes par rapport a & par récurrence.
On donnera les démonstrations dans le paragraphe suivant.

On va enstite démontrer dans§ 5 la convergence de série 2 (E(X™M/n)t" qui est lasérie

majorante pour les développements de Taylor (2.17)1’2’3. Elle revient & ladémonstration de la
sommabilité de série double d'estimations a priori des seconds membres dans les propositions
2.1-.2.2. Donc toute ladifficulté pour obtenir des estimations a priori uniformes par rapport au

paramétre O pour une solution d'équation elliptique nonlinéaire a é&é déplacée vers la
démongtration de la sommabilité de série double d'estimations apriori.

3. Estimations a priori. Preuves des Propositions 2.1-2.2. Résumons d'abord ce
qu'on adit dansle précedent paragraphe: on voit que les vitesses  (u,8v) = (x;, dy;) satisfont
aux éguations de continuité (2.11) et de sans-vorticité (2.26). L 'équation (2.26) et une

différentiation de (2.11) par rapport au temps nous donnent le systéme elliptique suivant
d'équations nonlinéaires :



xgun + (8y§)(8vn) - Xﬂuﬁ — (8yn)(8v§) =0,
(3.1)
(By&)un— x§(8vn) - (Syn)ué + xn(Své) = 0.

Et ainsi, les coefficients de séries formelles de Taylor de solution (x,0y) satisfont aux équations
(2.28) - (2.29).

On définit des énergies  E(DX") e EO™X™, mO 1, pour nO 1 par

Définition 3.1 E(¢) pour ¢0C” (Qq)

- E)= 1101l + IIDE 0l + D, 01l + 0L + Do + IO, (D,
ou

11011 = 10llo + 1D¢llo + D%l : 16D = [6(L)]o + [DODo + [D?6(Dq
avec D= D§ ou DT] et

1 o 1 o

o=l | wemPdm: @z | peEPRd;

-1 —o -1 — o
Et pour mOU 1, pour nlJ1:

ED™) pour 60 C* (Q) =

I}

E©OMg)= ID™ ]| + [ID:D o]l + ID, D™ +

+ [DMo(2)] + [0 D™o(D)] + @, D)D),
ou

M — Wiy M— Mo .
IDll = 25,0 m O™ D, Mol

ID™o() = Zog ugm 6410 ™ D Mo, 00 60 1.



D'aprés latransformée de Fourier, | 'équation (2.28) seraméne al 'équation intégrale suivante
pour latransformeée de Fourier an(n) avec lafonction de Green:

X" () = [ch(2rdkn)/ch(2rdk)]x™ (1) +
n
+f 8% (2ndk)sh(4nsk)][sh(2rmdk(n—1))sh(2rndk(o+1))]f"1" (6)do +

-1

1

+f 8% (2ndk)sh(4nsk)][sh(2rdk(n-+1))sh(2rndk(o—1))]f"1" (6)do =
n

=[ch(Sn)/ch(S)]xT (1) +

n

+82sshs)[f  [sn(Sm-1))sh(S(o+1))1f Y (0)do +
-1

1

+f  [sh(sm+1)sh(S(e-1)1f" 1 (o)do] =

n
= [ch(Sm)/eh(S)X" (1) -
n 1
—srezsheslf  sh(sm-1)sh(S(e+1))o™ Y (o)do+]  sh(Sm+1))sh(S(o-1))" " (c)do] -
-1 n
n 1

—ispsZshs)l]  sn(SM-1))ch(S(o+ 1)y (o)do+]  sh(Sm+1))ch(S(o-1)y™1"(c)do]-
-1 n



n 1
—i[8/Sh(28)][I Sh(S(T]—1))Sh(5(6+1))Wn_lA(G)d6+I sh(S(+1))sh(S(c-1))w"1"(c)do ]+
-1 n

— " () — [sh(sn)/shsle™ (1) ob S= 2k, i = (-1)Y2

Deméme pour 8y", d'olileslemmes2.1-2.2 d'aprés un calcul ordinaire.

4. Estimations a priori pour la pression. Lescoefficients p” sont définispar X"
puisgqu'ils satisfont aux équations (2.18):

(2.18) XN+ (W)0 Gy™ ) + 0 p 2+ 0™ 1=0, n03 X2+ 0p°=0,

c'est-a-dire:

2.n-2 2.n-2 _ n n n—-1 n—1
=-— -D -D -D -
Dﬁ p + DT] p D&X T](5)/ ) 2;(1) n‘l’

(4.0 - (WH)[D, (By" ) + DA™ ), I3

2.0 20— _ 2_ 2y _ 1_ 1
D@ p +DT] p Dgx Dn(8y) ng) Dn\u.

D'ou, I'on obtient la proposition suivante comme les propositions 2.1-2.2:

Proposition 4.1 Il existe une constante positive indépendantede (n, &) tellequel'on ait

E@p™ )0 CIEX™ + EX"2) + EOX"2) + Loy 11 n-2C,_p EXEXT V)],

EOM(Sp™2)0 c[E@™X™ + EO™IXM + EDMX2) +

Vy (T —Ly NV
+ 2o yone1 n-2Cy 20 200 o m-1 m—1CME(DuX )EDTHTIXY) +

+ Zog WO mclLL EO"XV)ED™MXx™Y) O71.



5. La convergence de la série Zn(E(Xn)/n!)tn. Nous suivrons essentiellement les
idées de Shinbrot dans [28]. Cette majorante pour (2.17) est convergente pour un temps

suffisamment petit pour les données initiddes  X1= (x1, dy1)(€,m) uniformément analytiques
définies par

Définition 5.1 X1=(x} 8yl)(€m) sont uniformément analytiquessur labande Q=
=0@Em):0<mD 10 -
o Il existe les constantes C et R positivestelles quel'on ait

Dooooooo IP™Y 0 cRMm!, m=0,1,2,3...

= éant donnéun nombre q positif, il existeles constantes ¢ et r positivestelles que
I'on ait

ID™XY O er M(m+1)"%mi, m=0,1,2,3....

On peut démontrer par récurrence le

Théoréme 5.2 Supposons que les donnéesinitides X1= (x1, dy)(&,n) soient uniformément
analytiques. Soit q>3/2, il existe y>0,r>0 e &> 0, petite, tellesquel'on at:

1) EX™MO yni(ne)” D)L, nO 1
(2) EO™M O v (m+n-1)!(n+1)” Ymen+)” 9rMme)™ 1 mo 1, nO 1.

Ceci montre I'existence de solution analytique pour notre probléme des ondes surperficidlles
de l'eau en assurant la convergence de séries (2.17)1’2’3. Soient en effet

yni(ne)” Dre) 1= ¢ nO 1

n!

v (m+n— DI+~ ment2) ™9 iM(re) 1= aPmin

avec



a,=7 ()" e, by = (k- DikeD)” L,
alors I'estimation dans la Proposition 2.1, par exemple, s'écrit comme:

E(OXMD c[ &, b1+ &b+

+ Lo vonet n-2Cy_o Sy AryPnoyer) -1,

on voit qu'il existe des constantes vy, vo, Y3 ... €tC tellesquel’on at lesinégdlités:
8y P10 V1E%C, . ayob 0 1oe%Cy.... , etc.,

gui nous donnent enfin

E(DX™O ce(yqe + vpe + y3+.... )Gy

On adonc E(DXMO C, sil'on choisit & convenablement petit pour que ce(yq€ + Y€ + Y3+

+....) soit plus petiteque 1.

Notons comme derniére remarque que toutes les estimations a priori sont uniformes par
rapport au paramétre o, et que par conséguent notre solution {x, 9y, op} analytique est

indéfiniment différentiable par rapport a 6. D'ou la légitimité mathématique du développement
de Friedrichs pour les ondes de surface del'eau.

Remarque 5.3 Plus haut, nous avons démontré qu'en fait notre solution {x, oy, op}
satisfait aux équations comme les fonctions analytiques par rapport aux (§, on) qui sont
indéfiniment différentiables par rapport a 6. Nous avons considéré en effet |e développement
de solution en séries de Taylor par rapport aux (Dé, Dﬂ) avec DT] = (1/8)0 /0 m, cequi revient

aladérivation par rapport & om.

6. Equations approchées. Dans cedernier paragraphe, nous donnons | 'éguation des ondes
en eau peu profonde et | 'éguation de Boussinesq vial 'équation de Korteweg-de Vries comme
des équations approchées dans le systeme de coordonnées de Lagrange.



(1) L'équation des ondes en eau peu profonde: onadabord le

Théoréme 6.1  La solution uniformément anaytique du probléme (2.1) - (2.6) satisfait a
| '‘équation Xttxg - X§§ = 0(82) sur lasurfacedel'eau m = 1, autrement dit, X(t,£) définie par

X(tE1) = E+ X(tE) satisfaita Xy — (1+x§)-1x§& =082 ausensd'énergie E(X).

C'est-ardire que | '‘équation hyperbolique quasilinéaire uy — (1+ ug)‘luﬁg =0 est en fat

| 'équation d'Airy pour les solutions analytiques dans le systeme de coordonnées de Lagrange:

Théoreme 6.2  Le probleme de Cauchy pour uy — (1+ ui)_luéé = 0 avec les données
initiles  u(0,8) = X(0§) =0 et u(0) = X{(0,8) = x1}(0,£) admet une solution unique
uniformément analytique satisfaisant & E(u) 0 cy< 1 et qui approche X(t.£) satisfaisanta
E(X(t,€)) Ocy< 1 ausensquel'on ait:

E(X{(H) — uy(t) = 089, E(X £O - u:(0)= 0(32),
d'aprés la continuité de solutions par rapport aux seconds membres.

Remarque 6.3 F.Ursdll "approche’ (1+X§)‘1 par 1- X& et il donne [32]"son" équation

des ondes en eau peu profonde: U — u& — (1/2)(u2)&é =0 commel'éuation d'Airy. En

effet, en partant de |'équation (2.21) sur la surface, on obtient le théoréme 6.1 comme la
conséquence des deux propositions suivantes: d'abord

Lemme 6.4 sy"1=0(9), D&(Syn_l) = 0(3), Dn(6yn_1) = 0(3),

Dg(x”‘l) = (), Dn(x“—l) = 0(3).

Lemme 6.5 wt1l=0(82), nO2 (Dn(82) - ng;”—l) = 0(8?), nO 3.



On montre ces deux lemmes par récurrence en appliquant I'un a l'autre aternativement. lls
impliquent la

Proposition 6.6 2 X1+ (0" H) = Xi¥e + O(8?) .
On aensuite
1
Lemme 6.7 ] Dgwn_ldn = 0(82).
-1
Lemme 6.8 (— :IJS)Dn(xn_Z)(l) =

= (A (X"2)(1) + (WH)(D 0" ~ Dy (1) + OF),

ou Ags/6 est |'opérateur pseudo-différentiel defini par I'image inverse de transformée de Fourier

de i(th(2ros))/d parrapporta s. D'oula

1
Proposition 6.9 1IZI Dgzxn_zdn = Dézxn_z(l) + O(82).

-1

Preuve Onvoit en effet que
1 1
12f DA =12f (D A2+ M Fn =
-1 1
1
= ~(8) D X" (1) - (8) 00" - Dy I - v DA™,

-1



d'ou laproposition éant donnés leslemmes 6.7 - 6.8.

(2) L'équation de Boussinesq et de Korteweg-de Vries pour les ondes longues.
Considérons maintenant le mouvement de déplacement moyen de surface de la surface de l'eau

en repos. C'est-adire qu'on é&udiela fonction Y(t, &, ) dé&iniepar y=n+Y , cequi

revient al'éude de lasurfacelibredel'eau Y =y — h, h  é&ant laprofondeur moyenne de I'eau
en repos.

Soit, en outre, o I'ampleur moyenne des ondes superficielles de I'eau. Au moyent de
variables non-dimensionnelles (*) de§ 2, on définit I'ampleur non-dimensionnelle Y ' par

y=m+Y=hy' =
=m'+Y=h(n'+Y/h) =
=hM' + (Y 'Yh)=h(M' +&Y"), e=a/h.

Dol y' =17 +¢&Y' =1 + 82" en déinissant les ondes longues (voir § 1) par le
mouvement d'une surface Y '(1) définie par

(##) y'(1) = 1+ 82Y (1),

ol y'(1) =y'(t,E,1) etc, etlacondition (#) "smplifiée" desondeslongues:e=§2.
Correspondant a Y ', on définit les autres quantités non-dimensionnelles X' et P' par

X=X =E+ §%X =

=ME +8X);
p=pghp' =
=pgh—m)+P=

= pgh(1- 1) + pghd?P' =
=pgh((1-n') +&°P")

d'ou

X'=8 +8X"' e p=@1-7)+P.

Elles satisfont aux équations suivantes en laissant tomber le signe prime:



les éguations du mouvement,

(6.1) X+ (U8)D(8Y) + 52X (DX + 52(6Y)ttD§(6Y) +DP =0,

2 2 _
(6.2) (8Y)+ (UBD, (3Y) +8°X D, X + 8@BY)yD, (8Y) + D, P=0;

I" équation de continuité,

2 — =
(6.3) D&,X + DT]Y + o (Déx DﬂY DT]X DéY) 1,
dans
(6.4) Q=0@Em):0<m|<10.

Les séries formelles de Taylor sont maintenant:

651 O X=E+82X=E+ Xy new 82XNEMN:S) /i)t
(6.5)2 O y=n+82Y =1+ 20 <o 5AYEMS) /0",
(6.5)3 U p=@-m)+8%P=—-(m-1)+ Lo 1 < o« S(PEM:S) /1) 1.

D'ou I'on obtient, en minuscules comme plus haut, les équations suivantes:

6.6) O XM+ (J./S)Dé(Byn_z) + 521y DEJpn'2 =0,n03 x%+ Dgp0 =0,

(6.7) O sy"+ (JJS)Dn(Syn_Z) + 8%yl ann—z =0, nO03; &y2+ ano =0,

c'est-a-dire



n_ n 2 n-1_ n-1, —
an D&(By )+ 0 (an) Daw )=0,
avec ¢ol=yl=0, etauss

6.8) O Déxn + Dn(Syn) +&2wl=0, no2; Dgxl + Dn(8y1) =0, w0=0;
avec les conditions aux bords:
69000000  p'EL8)=0n0 0 8y"(E,06)=0,n01;

Enfin |'équation de lasurfacedel'eau m = 1:

(6.10) xN(1) + (JJS)D&(Syn_Z(l)) +8%0M Y y=0,n03 x%1)=0;

avec

poooboouoboouoobdoodgo oy 0o 1

(611 OO (]J8)D§(6yn_2(l)) =— @2)f Daxn_zdn - 284 Dgwn_Sdn,
O -1 -1

c'est-a-dire

1 1
xN(1) - (12)f Dgzxn_zdn + 820" 1) - (w284 Dawn_g’ch] =0.

-1 -1

Demémequedans § 1, onala



Proposition 6.10 Déyn_z(l) = Dgzx”—2 - (JJ3)52D§4x”—2 (1) + O(F4),
d'aprésle

Lemme 6. 11 Dé(anJ‘—3 - D&\pn_‘?‘)(n) = 0(8?), D&Wn_:)’(n) = O(82).
Cdaimplique dorsle

Théoreme 6.12  Sur lasurfacedel'eau n =1, ona
(6.12) Xt + 82X X e XeEm (1/3)82x§§§§ = 0(8%),

pour X(t,&) =X (tE&,1).

Corollaire 6.13 Lethéoremerevient adire que u:—xa satisfait a

Uiy — U g~ SY(U2)ul+ (U3)ug ) e = (3.

En effet, on voit que

X&é/(l + 82)(&) - (1 - 82)(&) Xé& = 84X§2 X&&/(].‘F 82)(&) + 0(64),

d'ou le corollaire. Mais il ne sensuit pas immédiatement une justification mathématique pour
| 'équation de Boussinesg comme une éguation approchée des ondes longues superficielles de
I'eau. En effet, | 'équation de Boussinesq

Ug = Uz S2(U2)U%+ (U3)Ugp)ee =0



aune" mauvaise' relation de dispersion. Nous avons en fait le

Théoreme 6.14 Les ondeslonguesde surface de I'eau x sont approchées par les solutions
F(t,&) e G(t, &) deséquationsdeKorteweg - de Vries

Fy—Fe- 82(FF§+ (V3)Fese) = 5RO e G+ G+ 82(GG§+ (13)Cesp) = 8°Q0,
satisfaiant aux conditions initiales F(0) = xa(O, E+x(0, &) & G(0) =X é(O, &)—x¢(0, §) avec

_ 2 0 — 10,0 _ 2 0
RO = —(uOO + (1/2)(vVO)4+ (1/3)v g&_,)a g  Q0=—WwN0— (172)(VO)4+ (1/3)v Eg)g ,

oo ud :xoé , V0=x9, xO éantla premiére approximation x%; — xo& =0 sur n=1
pour (6.1) - (6.3), avecdes donnéesinitiles x9(0, £) =x(0, &) e x0(0, &) = x(0, &),

stisfaisanta  E((x% — x)(t) = O(8?), E((xog — X E})(t)) = O(89).
Preuve Eneffet, (6.12) s'écrit comme suit:
Ug=Ve= 0, vy Ug- 82(uu§+ (1/3)U§§§) = 0(8%),

avec U= Xﬁ’ v=X; etdesdonnéesinitides u(0, §) = xé(o, €)= xg(o, €, 1), v(0,¢=

=x4(0, &) = XX(§,1). Alors, f=u+v, g=u-v satisfait, respectivement, &l'équation suivante:

fi— fé— 82(ff§+ (]J3f§§§) = §%R+ O(8%),
O + 9;;"‘ 52(99&"‘ « 3)9&&&) =32Q+ 0(8%),

aec R=—(uv+ (1/2)v2+(1/3)v§§)§ & Q=—(w- (1/2)v2+(1/3)v§§)§. Onadonc



E(f() - F(1) = 0% et E(9(t) - G(1) = O,

d'aprés la dépendance continue de solutions des seconds membres, vu que R(t) — RO(t) =
O(89), Q(t) — QO(t) = O(82). D'ol lethéoréme, puisquel'on a

u(t) = (U2)(f+)(t) = (U2)(F+G)(t) + 0%, V(1) = (U2)(F-g)(t) = (L2)(F-G)(®) + O3%);

c'est-a-dire que |'on obtient E(2x§(t) — (F+G)(1)) = 0% et E(2x(t) - (F - G)(t)) = O(8%).

Pour clore, remarquons que l'on retrouve le méme résultat que celui dans [10], page 405, la
proposition 3.1: |'équation de Koreteweg-de Vries est justifiée mathématiquement comme
| 'équation approchée pour les ondes longues de surface de I'eau dont les données initides

satisfont aux conditions E(f(0)) = O(1) e E(g(0)) = O(8%). C'est-&direquel'on ala

Proposition 6.15 Supposons que les données initiales satisfassent aux conditions suivantes:
(##) E(xg(0, 8) + x40, ) = O1),  E(x¢(0, €) - x{(0. &) = 0(32).
Alors les ondes longues de surface de I'eau sont approchées par les solutions des équations de

K orteweg-de Vries suivantes:

F—Fe- S2((3/14)F Fet (U2)Feee) =0

G;+G gt 32((3/4)G G§+ (12)G gag) = §2(—(3/4)F Fé + (U6)F &ii) ,

satisfaisant aux conditionsinitilles F(0) =F(0) et G(0) = G(0), au sens quel'on ait

E(f() - F(O) = 0% e E(@ - G(1) = 0.

Preuve D'apréslesdéinitions de f e g, onvoitque 8°R et §2Q s'écrivent comme



§%R = 82— (1/4)ff§+ (]J6)f§i§) + é32((3/4)ggi - (1/4)(fg)i— (U6)g§§&),
52Q = 82((1/4)99&— (]JG)g&&) + 62(—(3/4)ff& + (1/4)(fg)& + (]J6)f§&&).

Par conséquent, on obtient d'abord

—f.— 82 =84
f f& 6((3/4)ff§+ (]JZ)f(:&J) O(6%),

puisque I'on a g(t) = O(8%)  d'aprés la dépendance continue des solutions des données
initiales et des seconds membres d'équation pour g. Ainsg  f(t) — F(t) satisfait al'éguation
linéarisée non-homogéne de Korteweg-deVries avec un second membre d'ordre O(3%) et la
donnée initide nulle. D'oll I'on obtient f(t) = F(t) + O(8%). Deméme, on obtient g(t) = G(t) +
O(8% puisquel'on a

2 - 82— 4
g+ g§+ ) ((3/4)gg§+ (JJZ)g&&é) = 04( (3/4)ff§ + (1/6)f§§§) + O(6%),

compte tenu du fait que E(f(t) — F(t) = O% & g(0) — G(0) = 0. D'ou laproposition,
puisque l'on a

u(t) = x¢(t, &) = (U2 + 9)(t, &) = (UA(F(t &) + G(L, Q)+ o34,
V() = xy(t, €) = (U2)(F - g)(t, §) = (V2)(F(t, §) - G(t, &)+ OBY).
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