
Sur les ondes superficielles de l'eau et le développement de
Friedrichs dans le système de coordonnées de Lagrange

par

Tadayoshi KANO et Sae MIKI 
(Département de Mathématiques, Université d'Osaka, Japon)

1. Les ondes superficielles de l'eau. Les ondes de surface de l'eau ont tendance à
s 'écraser sur elles-mêmes et c'est ainsi non seulement sur la plage mais aussi en pleine mer. En
effet, G.B.Airy a donné (non pas demontré mathématiquement) en 1848 [1] ses fameuses
équations des ondes en eau peu profonde comme la seconde approximation pour les ondes de
surface de l'eau d'ampleur finie après la première approximation de Lagrange dans son livre [14]
par l 'équation linéaire des ondes pour les oscillations infinitésimales : 

(1.1) 　 ut + uux + gγx= 0

(1.2) 　 γt + uγx+ γux = 0, γ > 0, (Airy, 1848),

où u est la vitesse et y − γ(t,x) = 0 représente le profil des ondes de surface de l'eau. Elles
s 'écrasent, en effet, dans un temps fini; soient :

(1.3) P = u + 2 (gγ)1/2 , Q = u − 2 (gγ)1/2 ,

alors elles satisfont aux équations

(1.4) Pt + ((gγ)1/2+ u)Px = 0, Qt − ((gγ)1/2− u)Qx = 0, 

représentant des mouvements de surface de l'eau avec les vitesses dépendantes d'apmleur des
ondes, c'est-à-dire que la crête s'avance plus vite que le creux et ainsi la "tête" dépasse "le
corps" pour s 'écraser sur elle-même.

La découverte de l'onde solitaire de surface de l'eau par J.Scott Russell en 1834[27] est donc
quelque chose de très singulier et par la suite, un nombre considérable de mathématiciens
éminents de 19e siècle se sont intéressés aux ondes superficielles de l'eau tels que, entre autres,
G.G.Stokes, Lord Rayleigh...

Airy s'est violemment opposé à l'idée de l'onde solitaire de Scott Russell, alors que
G.G.Stokes donnait une seconde approximation de vitesse de propagation indépendante
d'ampleur pour les ondes d'ampleur finie en 1848 [30]. L'idée de l'onde solitaire est
considérablement renforcée par la découverte de l 'équation de Boussinesq [2]:



(1.5) utt − uxx − (3u2 + (1/3)uxx)xx = 0,

et celle de Korteweg - de Vries[13]:

(1.6) ut + ux + 3uux + (1/3)uxxx = 0,

qui admettent les ondes solitaires comme des solutions particulières.

Mais il est très difficile de voir la structure des ondes superficielles de l'eau à travers des
équations "approchées" ainsi déduites, même après la démonstration mathématique de
l'existence des solutions analytiques périodiques d'ondes de surface de l'eau par Levi-Civita en
1925[17] et ensuite par Struik également en 1925[31], et celle d'ondes solitaires par
M.Lavrentiev en 1947[16] et Friedrichs-Hyers en 1954[6].

Or Friedrichs a proposé (ou plutôt découvert) en 1948[5] une procédure systématique pour
obtenir les équations d'Airy à partir d 'équations d'Euler originales pour les ondes superficielles

de l'eau en considérant le problème nondimensionnel pour le potentiel Φ et le profil de

surface y = Γ(t,x) pour un écoulement bidimensionnel:

(1.7) δ2Φxx+ Φyy = 0 dans Ω =｛(x,y): x∈R, 0 < y < Γ(t,x)｝,

(1.8) Φy = 0, x∈R, y = 0 ,

(1.9) δ2(Φt + (1/2)Φx
2+ y) + (1/2)Φy

2 = 0, x∈R, y = Γ(t,x) ,

(1.10) δ2(Γt + ΓxΦx) − Φy = 0 , x∈R, y = Γ(t,x).

En supposant un développement de solutions et d 'équations en séries entières par rapport à un

paramètre non-dimensionnel δ qui intervient d'une manière naturelle dans la non-
dimensionalisation du problème représentant le ratio de la profondeur moyenne h de l'eau à la

longuer des ondes λ: δ = h /λ. Friedrichs a montré que les premiers termes de développement
satisfaisaient aux équations d'Airy. Il s'est particulièrement intéressé à cette procédure, car les
équations d'Airy sont exactement les mêmes que celles pour le mouvement de gaz polytropique
[3].

Lui-même n'a pas démontré la légitimité mathématique de son développement, et c'est
L.V.Ovsjannikov qui a donné une justification mathématique pour les premiers termes lorsque
les ondes étaient spatialement périodiques [25]. Nous avons démontré que les solutions
analytiques du problème nondimensionnel existent et sont indéfiniment différentiables par

rapport à ce paramètre nondimensionnel δ et que par la suite le développement de Friedrichs est
mathématiquement légitime pour les solutions analytiques[9]. On a par conséquent donné une
justification mathématique pour les équations d'Airy également pour les solutions analytiques
qui ne sont pas nécessairement périodiques spatialement [8].

Le développement de Friedrichs nous a permis de donner une justification mathématique pour
l 'équation de Boussinesq et celle de Korteweg-de Vries comme des équations approchées
découvrant la structure des ondes "longues"[10]; elles satisfont aux relations telles que les

quantités ε et δ2 définies par 



(#) ε = (l'ampleur α)/(la profondeur λ) et δ2 = ((la profondeur h)/(la longuer λ))2

sont de même ordre comme infinitésimaux lorsque l'on fait tendre λ vers l'infini et α vers

zéro, alors que ε reste fini, δ tendant vers zéro pour les ondes en eau peu profonde d'Airy,
(voir également F.Ursell [32]). Notons enfin que nous avons donné également une justification
mathématique pour l 'équation de Kadomtsev-Petviashvili comme une équation approchée pour
les ondes longues caractérisées en haut dans l 'écoulement tridimensionnel [12].

Dans cet article, on donnera exactement la même théorie que celle mentionnée plus haut, cette
fois-ci dans le système de coordonnées de Lagrange. Les démonstrations détaillées seront
publiées ultérieurement sous le titre: Ondes lagrangiennes de surface de l'eau I, II.

2. Le problème dans le système de coordonnées de Lagrange. Le problème est régi
par les équations suivantes:

les équations dynamiques 

(2.1) xttxξ + (ytt+ g)yξ + pξ /ρ = 0

(2.2) xttxη + (ytt+ g)yη+ pη /ρ = 0,

et l' équation de continuité

(2.3) xξyη − xηyξ = 1,

dans 

(2.4) Ω0 =｛(ξ,η): 0 < η < h(ξ)｝,

avec les données initiales: 

(2.5) x(0,ξ,η) = ξ, y(0,ξ,η) = η,

(2.6) xt (0,ξ,η) = x1(ξ,η), yt (0,ξ,η) = y1(ξ,η);

où p = p(t,ξ,η) représente la pression, ρ la densité comme une constante et g la pesanteur.

On s'explique, avant d'aborder le problème, pourquoi on essaie de refaire les mêmes études
que nous avons déjà faites dans les années 80 dans le système de coordonnées de Lagrange cette
fois-ci. Dans le système de coordonnées d'Euler, il s'agissait du problème aux limites pour
l 'équation elliptique (essentiellement l 'équation de Laplace) avec les conditions aux bords



définies par les équations (1.9) - (1.10). Et tout le problème était concentré dans la façon

d 'écrire Φy sur la frontière libre (ondes superficielle de l'eau) par les valeurs de Φx sur la

frontière pour obtenir un système complet d 'équations sur la frontière libre. La non-linéarité est
concentrée sur cet opérateur Dirichlet-Neumann de fonction du potentiel sur la frontière libre.
Pour une solution analytique, nous l'avons explicité suivant Ovsjannikov par le noyau de
Cauchy pour l 'écoulement bidimensionnel et obtenu des estimations a priori uniformes par

rapport au paramètre δ pour Φz par les valeurs de｛Φx,Φy｝ sur la frontière libre dans le cas

de l 'écoulement tridimensionnel.

On considère, dans cet exposé, les ondes superficielles de l'eau en écoulement bidimensionnel
dans le système de coordonnées de Lagrange où la couche initiale est une bande, c'est-à-dire

(2.4) avec h(ξ) = h: constante:

(2.4)' Ω0 =｛(ξ,η): ξ∈R, 0 < η < h : constante｝.

Le cas plus général où h = h(ξ) est une fonction de ξ peut être ramené au cas présent si les
ondes ne sont pas trop grandes, c'est-à-dire que d'après l 'énergie E(f) que l'on définira ci-

dessous h = h(ξ) est petite dans le sens qu'on ait E(h(ξ)−h) + E(Dξ(h(ξ)−h)), Dξ = ∂/∂ξ,

est petite.

On va donc considérer l 'évolution temporaire de Ω0 dans

(2.7) Ωt =｛(x,y): x∈R, 0 < y < y(t,ξ, h)｝

d'après les équations (2.1),(2.2) et (2.3). On étendra d'abord le problème sur une bande 

(2.4)" Ω =｛(ξ,η): ξ∈R, 0 < |η| < h : constante｝

en définissant les inconnues pour η < 0 par

x(t,ξ,η) = x(t,ξ, −η)

(2.8) y(t,ξ,η) = − y(t,ξ, −η)

p(t,ξ,η) = p(t,ξ, −η).

Le problème nondimensionnel qu'on va résoudre ici s 'écrit comme suit pour les quantités
nondimensionnelles, avec prime, définies par 

(*) (t,ξ,η) = ((λ/c)t', λξ', hη'), (x,y,p) = (λx', hy', ρghp'),

où g, la pesanteur et c=(gh)1/2, la vitesse sonore; on écrit les équations en laissant tomber le
prime de quantités nondimensionnelles:



(2.9) xttxξ + (δ2ytt + 1)yξ + pξ= 0

(2.10) xttxη + (δ2ytt + 1)yη + pη= 0,

l' équation de continuité:

(2.11) xξyη − xηyξ = 1,

dans 

(2.12) Ω1 =｛(ξ,η): 0 < |η| < 1｝,

avec les données initiales 

(2.13) x(0,ξ,η) = ξ, y(0,ξ,η) = η,

(2.14) xt(0,ξ,η) = x1(ξ,η), yt(0,ξ,η) = y1(ξ,η);

et les conditions aux bords

(2.15) p(t,ξ,1) = 0, y(t,ξ,0) = 0,

et enfin l 'équation de surface sur η = 1:

(2.16) xtt (1)xξ(1) + (δ2ytt (1) + 1)yξ(1) = 0

avec xtt (1) = xtt (t,ξ,1) etc.

Pour obtenir les solutions analytiques du problème (2.9)-(2.16) pour le système d 'équations
elliptiques nonlinéaires (2.9)-(2.11), on le transforme suivant M.Shinbrot [28] au problème
elliptique linéaire non-homogène pour les coefficients de développement en séries formelles de
Taylor de supposées solutions. Soient en effet:

(2.17)1 x = ξ + Σ 1≦n < ∞ (xn(ξ,η;δ) / n!) tn, 

(2.17)2 y = η + Σ 1≦n < ∞ ( yn(ξ,η;δ) / n!) tn ,



(2.17)3 p = −(η−1) + Σ 0≦n < ∞ ( pn(ξ,η;δ) / n!) tn ,

alors on obtient les équations suivantes pour les coefficients (xn, yn, pn)(ξ,η;δ):

(2.18) Xn + (1/δ)∇(δyn−2) +∇pn-2+ Φn−1 = 0, n≧3; X2 +∇p0=0,

(2.19) ∇･Xn + wn−1 = 0, n≧2; Dξx1 + Dη(δy1) = 0;

avec les conditions aux bords:

(2.20) pn(ξ,1;δ) = 0, n≧0; δyn(ξ,0;δ) = 0, n≧1;

et enfin l 'équation de la surface de l'eau:

(2.21) xn(1) + (1/δ)Dξ(δyn−2(1)) + φn−1(1) = 0, n≧3; x2(1) = 0 ,

où Xn = (xn, δyn), ∇= (Dξ, Dη)≡(∂/∂ξ, (1/δ)∂/∂η ),

Φn−1 = (φn−1, ψn−1) =

(2.22) = Σ2≦ν≦n−1 n−2Cν−2 (x
ν∇xn−ν + (δyν)(∇δyn−ν)), n≧3,

Φ1 = 0,

et

(2.23) wn−1 = Σ1≦ν≦n−1 nCν (Dξxν Dη(δyn−ν) − Dηxν Dξ(δyn−ν)), n≧2.

En définissant une certaine énergie E(Xn) pour dérivées par rapport au temps et E(DmXn),

avec Dm=Σ0≦µ≦m Dξ
m−µDη

µ, pour dérivées par rapport aux variables spatiales, on obtient



(voir§3) une série d'estimations a priori telles que:

Proposition 2.1 Il existe une constante C positive indépendante de (n,δ) telle que l'on ait: 

E(Xn)≦C[E(D2Xn−2) + E(DXn−2) + 

+ Σ2≦ν≦n−1 n−2Cν−2 E(Xν)(E(Xn−ν) + E(DXn−ν))+ 

(2.24) + Σ1≦ν≦n−1 nCν E(Xν)(E(Xn−ν) + E(DXn−ν)) +

+ Σ1≦ν≦n−3 nCν｛E(DXν)E(DXn−ν−2) + E(Xν)(E(DXn−ν−2) + E(D2Xn−ν−2))｝].

Proposition 2.2 Il existe une constante C positive indépendante de (n,δ) telle que l'on ait: 

E(DmXn) ≦ C[E(Dm+2Xn−2) + E(Dm+1Xn−2) +

+ Σ2≦ν≦n−1 n−2Cν−2｛Σ0≦µ≦m mCµ E(DµXν)E(Dm−µXn−ν)+

(2.25) + Σ0≦µ≦m+1 m+1Cµ E(DµXν)E(Dm+1−µXn−ν) ｝+

+ Σ1≦ν≦n−1 nCν｛Σ0≦µ≦m mCµ E(DµXν)E(Dm−µXn−ν) +

+ Σ0≦µ≦m+1 m+1CµE(DµXν)E(Dm+1−µXn−ν)｝ +

+ Σ1≦ν≦n−3 n−2Cν｛Σ0≦µ≦m+2 m+2Cµ E(DµXν)E(Dm+2−µXn−ν−2) +

+ Σ0≦µ≦m+1 m+1CµE(DµXν)E(Dm+1−µXn−ν−2)｝].

Pour obtenir ces estimations a priori uniformes par rapport au paramètre δ , supposons que le
mouvement de l'eau soit initialement irrotationnel: en effet, en supprimant la pression p de

(2.9)-(2.10) et en intégrant une fois par rapport au temps, on obtient pour la vitesse (u, δv) =

= (xt, δyt), l 'équation suivante: 

(2.26) xξuη+ (δyξ)(δvη) − xηuξ − (δyη)(δvξ) = 0,



qui donne 

Dη x
1 − Dξ(δy1) = 0,

(2.27) 

Dη x
n − Dξ(δyn) + Dη φ

n−1 − Dξ ψ
n−1= 0, n≧2.

D'où, l'on obtient, compte tenu de l 'équation (2.19), les équations elliptiques linéaires non-

homogènes pour (xn, δyn), en supprimant pn :

(2.28) Dξ
2xn + Dη

2xn = fn−1≡ −Dη(Dξφn−1 − Dξψn−1) − Dξwn−1,

(2.29) Dξ
2(δyn) + Dη

2(δyn) = gn−1≡Dξ(Dηφn−1 − Dξψn−1) − Dηwn−1, n≧2.

Il est à noter ainsi que les données initiales (x1, δy1) doivent satisfaire aux équations

(2.30) Dξ
2x1 + Dη

2x1 = 0, Dξ
2(δy1) + Dη

2(δy1) = 0,

ce qui nous permet d'obtenir les estimations a priori uniformes par rapport à δ par récurrence.
On donnera les démonstrations dans le paragraphe suivant.

On va ensuite démontrer dans §5 la convergence de série Σn(E(Xn)/n!)tn qui est la série

majorante pour les développements de Taylor (2.17)1,2,3. Elle revient à la démonstration de la
sommabilité de série double d'estimations a priori des seconds membres dans les propositions
2.1-.2.2. Donc toute la difficulté pour obtenir des estimations a priori uniformes par rapport au

paramètre δ pour une solution d 'équation elliptique nonlinéaire a été déplacée vers la
démonstration de la sommabilité de série double d'estimations a priori.

3. Estimations a priori. Preuves des Propositions 2 . 1 - 2 . 2 . Résumons d'abord ce

qu'on a dit dans le précédent paragraphe: on voit que les vitesses (u,δv) = (xt, δyt ) satisfont

aux équations de continuité (2.11) et de sans-vorticité (2.26). L 'équation (2.26) et une
différentiation de (2.11) par rapport au temps nous donnent le système elliptique suivant
d 'équations nonlinéaires : 



xξuη + (δyξ)(δvη) − xηuξ − (δyη)(δvξ) = 0,

(3.1) 

(δyξ)uη− xξ(δvη) − (δyη)uξ + xη(δvξ) = 0.

Et ainsi, les coefficients de séries formelles de Taylor de solution (x,δy) satisfont aux équations
(2.28) - (2.29). 

On définit des énergies E(DXn) et E(DmXn), m≧1, pour n≧1 par

Définition 3 . 1 E(φ) pour φ∈C∞(Ω1)⇔

⇔ E(φ)≡|||φ||| + |||Dξφ||| + |||Dηφ||| + ||φ(1)|| + ||Dξφ(1)|| + ||(Dηφ)(1)||,

où

|||φ||| = |||φ|||0 + |||Dφ|||0 + |||D2φ|||0 ; ||φ(1)|| = ||φ(1)||0 + ||Dφ(1)||0 + ||D2φ(1)||0

avec D = Dξ ou Dη et 

1 ∞ 1 ∞

|||φ|||0
2 = ∫∫ |φ(ξ,η)|2 dξdη; ||φ(1)||0 =∫∫ |φ(ξ,1)|2 dξ;

−1 −∞ −1 − ∞

Et pour m ≧1, pour n≧1:

E(Dmφ) pour φ∈C∞(Ω1)⇔

⇔ E(Dmφ)≡|||Dmφ||| + |||DξDmφ||| + |||DηDmφ||| +

+ ||Dmφ(1)|| + ||DξDmφ(1)|| + ||(DηDmφ)(1)||,

où

|||Dmφ||| = Σ0≦µ≦m θµ|||Dξ
m −µDη

µφ||| ; 

||Dmφ(1)|| = Σ0≦µ≦m θµ||(Dξ
m −µDη

µ)φ(1)||, 0≦θ≦1.



D'après la transformée de Fourier, l 'équation (2.28) se ramène à l 'équation intégrale suivante 

pour la transformée de Fourier xn^(η) avec la fonction de Green: 

xn^(η) = [ch(2πδkη)/ch(2πδk)]xn^(1) +

η

+∫δ2/[(2πδk)sh(4πδk)][sh(2πδk(η−1))sh(2πδk(σ+1))]fn−1^(σ)dσ +

−1

1

+∫δ2/[(2πδk)sh(4πδk)][sh(2πδk(η+1))sh(2πδk(σ−1))]fn−1^(σ)dσ = 
η

=[ch(Sη)/ch(S)]xn^(1) +

η

+ δ2/[Ssh(2S)][∫[sh(S(η−1))sh(S(σ+1))]fn−1^(σ)dσ +
−1

1

+∫[sh(S(η+1))sh(S(σ−1))]fn−1^(σ)dσ] =
η 

= [ch(Sη)/ch(S)]xn^(1) −

η 1

−S[ δ2/sh(2S)][∫sh(S(η−1))sh(S(σ+1))φn−1^(σ)dσ+∫sh(S(η+1))sh(S(σ−1))φn−1^(σ)dσ] −

−1 η 

η 1 

−iS[ δ2/sh(2S)][∫sh(S(η−1))ch(S(σ+1))ψn−1^(σ)dσ+∫sh(S(η+1))ch(S(σ−1))ψn−1^(σ)dσ]−
−1 η 



η 1 

-i[δ/sh(2S)][∫sh(S(η−1))sh(S(σ+1))wn−1^(σ)dσ+∫sh(S(η+1))sh(S(σ−1))wn−1^(σ)dσ]+
−1 η 

− φn−1^(η) − [sh(Sη)/shS]φn−1^(1); où S = 2πδk, i = (−1)1/2.

De même pour δyn, d'où les lemmes 2.1-2.2 d'après un calcul ordinaire.

4. Estimations a priori pour la pression. Les coefficients pn sont définis par Xn

puisqu'ils satisfont aux équations (2.18):

(2.18) Xn + (1/δ)∇(δyn−2) + ∇pn−2+ Φn−1 = 0, n≧3; X2+ ∇p0 = 0,

c'est-à-dire:

Dξ
2pn−2 + Dη

2pn−2 = − Dξxn − Dη(δyn) − Dξφn−1 − Dηψn−1 − 

(4.1) − (1/δ)[Dη
2(δyn−2) + Dξ

2(δyn−2)], n≧3;

Dξ
2p0 + Dη

2p0 = − Dξx2 − Dη(δy2) − Dξφ1 − Dηψ1.

D'où, l'on obtient la proposition suivante comme les propositions 2.1-2.2:

Proposition 4.1 Il existe une constante positive indépendante de (n, δ ) telle que l'on ait

E(δpn−2)≦C[E(Xn) + E(Xn−2) + E(DXn−2) + Σ2≦ν≦n−1 n−2Cν−2 E(Xν)E(Xn−ν)],

E(Dm(δpn−2))≦C[E(DmXn) + E(Dm−1Xn) + E(DmXn−2) +

+ Σ2≦ν≦n−1 n−2Cν−2｛Σ0≦µ≦m−1 m−1CµE(DµXν)E(Dm−µ−1Xn−ν) +

+ Σ0≦µ≦m mCµ E(DµXν)E(Dm−µXn−ν) ｝].



5. La convergence de la série Σn(E(Xn)/n!)tn. Nous suivrons essentiellement les

idées de Shinbrot dans [28]. Cette majorante pour (2.17) est convergente pour un temps

suffisamment petit pour les données initiales X1= (x1, δy1)(ξ,η) uniformément analytiques
définies par

Définition 5.1 X1 = (x1, δy1)(ξ,η) sont uniformément analytiques sur la bande Ω1 =

=｛(ξ,η): 0 < |η| ≦ 1｝⇔

⇔ Il existe les constantes C et R positives telles que l'on ait

　　　　　　　　 |||DmX1||| ≦ CRm m!, m = 0,1,2,3...

⇔ étant donné un nombre q positif, il existe les constantes c et r positives telles que 
l'on ait 

|||DmX1||| ≦ cr m(m+1)−qm!, m = 0,1,2,3....

On peut démontrer par récurrence le

Théorème 5.2 Supposons que les données initiales X1= (x1, δy1)(ξ,η) soient uniformément

analytiques. Soit q > 3/2, il existe γ > 0, r > 0 et ε > 0, petite, telles que l'on ait:

(1) E(Xn)≦ γ n!(n+1)− 2q(r/ε)n−1, n≧1; 

(2) E(DmXn) ≦ γ (m+n−1)!(n+1)− q(m+n+1)− q rm(r/ε)n−1, m≧1, n≧1.

Ceci montre l'existence de solution analytique pour notre problème des ondes surperficielles

de l'eau en assurant la convergence de séries (2.17)1,2,3. Soient en effet 

γ n!(n+1)− 2q(r/ε)n−1≡ cn, n≧1; 

γ (m+n − 1)!(n+1)− q(m+n+1)−q rm(r/ε)n−1≡ anbm+n , 

avec 



an = γ (n+1)− q(1/ε)n−1, bk = (k − 1)!(k+1)− qrk−1,

alors l'estimation dans la Proposition 2.1, par exemple, s 'écrit comme:

E(DXn)≦ c[ an−2bn−1 + an−2bn +

+ Σ2≦ν≦n−1 n−2Cν−2 cν(cn−ν + an−νbn−ν+1) +. . . .],

on voit qu'il existe des constantes γ1, γ2, γ3 ... etc telles que l'on ait les inégalités:

an−2bn−1≦ γ1ε2cn , an−2bn≦ γ2ε2cn,... , etc.,

qui nous donnent enfin 

E(DXn)≦cε(γ1ε + γ2ε + γ3 +.... )cn. 

On a donc E(DXn)≦cn si l'on choisit ε convenablement petit pour que cε(γ1ε + γ2ε + γ3 +

+.. . .) soit plus petite que 1.

Notons comme dernière remarque que toutes les estimations a priori sont uniformes par

rapport au paramètre δ, et que par conséquent notre solution {x, δy, δp} analytique est

indéfiniment différentiable par rapport à δ. D'où la légitimité mathématique du développement
de Friedrichs pour les ondes de surface de l'eau.

Remarque 5.3 Plus haut, nous avons démontré qu'en fait notre solution {x, δy, δp}

satisfait aux équations comme les fonctions analytiques par rapport aux (ξ, δη) qui sont

indéfiniment différentiables par rapport à δ . Nous avons considéré en effet le développement

de solution en séries de Taylor par rapport aux (Dξ, Dη) avec Dη = (1/δ)∂/∂η, ce qui revient

à la dérivation par rapport à δη.

6. Equations approchées. Dans ce dernier paragraphe, nous donnons l 'équation des ondes
en eau peu profonde et l 'équation de Boussinesq via l 'équation de Korteweg-de Vries comme
des équations approchées dans le système de coordonnées de Lagrange.



(1) L 'équation des ondes en eau peu profonde: on a d'abord le

Théorème 6.1 La solution uniformément analytique du problème (2.1) - (2.6) satisfait à

l 'équation xttxξ − xξξ = O(δ2) sur la surface de l'eau η = 1, autrement dit, X(t,ξ) définie par

x(t,ξ,1) = ξ+ X(t,ξ) satisfait à Xtt − (1+Xξ)−1Xξξ = O(δ2) au sens d 'énergie E(X).

C'est-à-dire que l 'équation hyperbolique quasilinéaire utt − (1+ uξ)−1uξξ = 0 est en fait

l 'équation d'Airy pour les solutions analytiques dans le système de coordonnées de Lagrange:

Théorème 6.2 Le problème de Cauchy pour utt − (1+ uξ)−1uξξ = 0 avec les données

initiales u(0,ξ) = X(0,ξ) = 0 et ut(0,ξ) = Xt(0,ξ) = x1(0,ξ) admet une solution unique

uniformément analytique satisfaisant à E(u) ≦c0 < 1 et qui approche X(t,ξ) satisfaisant à

E(X(t,ξ)) ≦c0 < 1 au sens que l'on ait:

E(Xt(t) − ut(t)) = O(δ2), E(Xξ(t) − uξ(t)) = O(δ2),

d'après la continuité de solutions par rapport aux seconds membres. 

Remarque 6.3 F.Ursell "approche" (1+Xξ)−1 par 1− Xξ et il donne [32]"son" équation

des ondes en eau peu profonde: utt − uξξ − (1/2)(u2)ξξ = 0 comme l 'équation d'Airy. En

effet, en partant de l 'équation (2.21) sur la surface, on obtient le théorème 6.1 comme la
conséquence des deux propositions suivantes: d'abord

Lemme 6.4 δyn−1 = O(δ), Dξ(δyn−1) = O(δ), Dη(δyn−1) = O(δ),

Dξ(x
n−1) = O(δ), Dη(xn−1) = O(δ).

Lemme 6.5 wn−1 = O(δ2), n≧2; (Dη(δ2) − Dξψn−1) = O(δ2), n≧3.



On montre ces deux lemmes par récurrence en appliquant l'un à l'autre alternativement. Ils
impliquent la

Proposition 6 . 6 Σn x
n(1) + (φn−1)(1) = xttxξ + O(δ2) .

On a ensuite

1

Lemme 6.7 ∫ Dξwn−1dη = O(δ2). 

−1

Lemme 6 . 8 (− 1/δ)Dη(xn−2)(1) = 

= (Aδ/δ)Dξ(x
n−2)(1) + (1/δ)(Dηφn−1 − Dξψn−1)(1) + O(δ2), 

où Aδ/δ est l'opérateur pseudo-différentiel défini par l'image inverse de transformée de Fourier

de i(th(2πδs))/δ par rapport à s. D'où la 

1

Proposition 6 . 9 1/2∫Dξ
2xn−2dη = Dξ

2xn−2(1) + O(δ2). 

−1

Preuve On voit en effet que

1 1

1/2∫ Dξ
2xn−2dη = 1/2∫(−Dη

2xn−2 + fn−3)dη = 

−1 −1

1

= −(1/δ) Dηxn−2(1) − (1/δ) (Dηφn−3− Dξψn−3)(1) − 1/2∫Dξ
2wn−3dη , 

−1



d'où la proposition étant donnés les lemmes 6.7 - 6.8.

(2) L 'équation de Boussinesq et de Korteweg-de Vries pour les ondes longues.
Considérons maintenant le mouvement de déplacement moyen de surface de la surface de l'eau

en repos. C'est-à-dire qu'on étudie la fonction Y(t, ξ, η) définie par y = η + Y , ce qui

revient à l 'étude de la surface libre de l'eau Y = y − h, h étant la profondeur moyenne de l'eau
en repos.

Soit, en outre, α l'ampleur moyenne des ondes superficielles de l'eau. Au moyent de

variables non-dimensionnelles (∗) de §2, on définit l'ampleur non-dimensionnelle Y ' par

y = η + Y = hy' = 

= hη' + Y = h(η' + Y/h) =

= h(η' + (αY ')/h) = h(η' + εY '), ε = α/h.

D'où y' = η' + εY ' = η' + δ2Y ' en définissant les ondes longues (voir §1) par le
mouvement d'une surface Y '(1) définie par 

(##) y'(1) = 1 + δ2Y '(1),

où y'(1) = y'(t,ξ,1) etc, et la condition (#) "simplifiée" des ondes longues : ε = δ2 .

Correspondant à Y ', on définit les autres quantités non-dimensionnelles X ' et P ' par

x = λx' = ξ + δ2X = 

= λ( ξ' + δ2X ') ;

p = ρghp' =

= ρg(h − η) + P =

= ρgh(1 − η') + ρghδ2P ' =

= ρgh((1 − η') + δ2P ')

d'où

x' = ξ' + δ2X ' et p'= (1 − η') + δ2P '.

Elles satisfont aux équations suivantes en laissant tomber le signe prime: 



les équations du mouvement, 

(6.1) X tt + (1/δ)Dξ(δY) + δ2X ttDξX + δ2(δY)ttDξ(δY) + DξP = 0,

(6.2) (δY)tt + (1/δ)Dη(δY) + δ2X ttDηX + δ2(δY)ttDη( δY) + DηP = 0;

l' équation de continuité,

(6.3) DξX + DηY + δ2(DξXDηY− DηXDξY) = 1, 

dans 

(6.4) Ω1 =｛(ξ,η): 0 < |η| < 1｝.

Les séries formelles de Taylor sont maintenant:

(6.5)1 　 x = ξ + δ2X= ξ + Σ1≦n < ∞ δ2(Xn(ξ,η;δ) / n!) tn,

(6.5)2 　 y = η + δ2Y = η + Σ1≦n < ∞ δ2(Yn(ξ,η;δ) / n!) tn,

(6.5)3 　 p = (1 − η) + δ2P = −(η−1) + Σ0≦n < ∞ δ2(Pn(ξ,η;δ) / n!) tn .

D'où l'on obtient, en minuscules comme plus haut, les équations suivantes:

(6.6) 　 xn + (1/δ)Dξ(δyn−2) + δ2φn−1+ Dξpn-2 = 0, n≧3; x2+ Dξp0 = 0,

(6.7) 　 δ yn + (1/δ)Dη(δyn−2) + δ2ψn−1 + Dηpn−2 = 0, n≧3; δy2+ Dηp0 = 0,

c'est-à-dire



Dηxn − Dξ(δyn) + δ2(Dηφn−1− Dξψn−1) = 0,

avec φ1 = ψ1 = 0, et aussi

(6.8) 　 Dξxn + Dη(δyn) + δ2wn−1 = 0, n≧2; Dξx1 + Dη(δy1) = 0, w0 = 0;

avec les conditions aux bords:

(6.9) 　　　　　　 pn(ξ,1;δ) = 0, n ≧ 0; δyn(ξ,0;δ ) = 0, n ≧1;

Enfin l 'équation de la surface de l'eau η = 1:

(6.10) xn(1) + (1/δ)Dξ(δyn−2(1)) + δ2φn−1(1) = 0, n ≧3; x2(1) = 0 ;

avec
　　　　　　　　　　　　　　　　　 　 1 　 1

(6.11) 　　　　　　　　 (1/δ)Dξ(δyn−2(1)) = − (1/2)∫ Dξxn−2dη − (1/2)δ2∫Dξwn−3dη,

　 −1 −1

c'est-à-dire

1 1

xn(1) − (1/2)∫ Dξ
2xn−2dη + δ2φn−1(1) − (1/2)δ2∫Dξwn−3dη = 0.

−1 −1

De même que dans §1, on a la 



Proposition 6.10 Dξyn−2(1) = − Dξ
2xn−2 − (1/3)δ2Dξ

4xn−2 (1) + O(δ4),

d'après le

Lemme 6 . 11 Dξ(Dηφn−3 − Dξψn−3)(η) = O(δ2), Dξwn−3(η) = O(δ2). 

Cela implique alors le 

Théorème 6.12 Sur la surface de l'eau η = 1, on a 

(6.12) xtt + δ2xttxξ− xξξ− (1/3)δ2xξξξξ = O(δ4),

pour x(t,ξ) = X (t,ξ,1).

Corollaire 6.13 Le théorème revient à dire que u = − xξ satisfait à

utt − uξξ− δ2((1/2)u2+ (1/3)uξξ)ξξ = O(δ4).

En effet, on voit que

xξξ/(1 + δ2xξ) − (1 − δ2xξ) xξξ = δ4xξ
2 xξξ/(1 + δ2xξ) + O(δ4),

d'où le corollaire. Mais il ne s'ensuit pas immédiatement une justification mathématique pour
l 'équation de Boussinesq comme une équation approchée des ondes longues superficielles de
l'eau. En effet, l 'équation de Boussinesq 

Utt − Uξξ− δ2((1/2)U2+ (1/3)Uξξ)ξξ = 0



a une " mauvaise" relation de dispersion. Nous avons en fait le

Théorème 6.14 Les ondes longues de surface de l'eau x sont approchées par les solutions

F(t, ξ) et G(t, ξ) des équations de Korteweg - de Vries 

Ft − Fξ− δ2(FFξ+ (1/3)Fξξξ) = δ2R0 et Gt + Gξ+ δ2(GGξ+ (1/3)Gξξξ) = δ2Q0 ,

satisfaiant aux conditions initiales F(0) = xξ(0, ξ)+xt(0, ξ) et G(0) = xξ(0, ξ)−xt(0, ξ) avec 

R0 = −(u0v0 + (1/2)(v0)2+ (1/3)v0
ξξ)ξ et Q0 = −(u0v0 − (1/2)(v0)2+ (1/3)v0

ξξ)ξ ,

où u0 = x0
ξ , v0 = x0

t , x0 étant la première approximation x0
tt − x0

ξξ = 0 sur η = 1

pour (6.1 ) - (6.3), avec des données initiales x0(0, ξ) = x(0, ξ) et x0
t(0, ξ) = xt(0, ξ),

satisfaisant à E((x0
t − xt)(t)) = O(δ2), E((x0

ξ − xξ)(t)) = O(δ2). 

Preuve En effet, (6.12) s 'écrit comme suit: 

ut − vξ= 0, vt − uξ− δ2(uuξ+ (1/3)uξξξ) = O(δ4),

avec u = xξ, v = xt et des données initiales u(0, ξ) = xξ(0, ξ) = Xξ(0, ξ, 1), v(0, ξ) =

= xt(0, ξ) = X1(ξ,1). Alors, f = u+v, g = u−v satisfait, respectivement, à l 'équation suivante:

ft − fξ− δ2(ffξ+ (1/3fξξξ) = δ2R+ O(δ4),

gt + gξ+ δ2(ggξ+ (1/3)gξξξ) = δ2Q + O(δ4),

avec R = −(uv + (1/2)v2+(1/3)vξξ)ξ et Q = −(uv − (1/2)v2+(1/3)vξξ)ξ. On a donc



E(f(t) − F(t)) = O(δ4) et E(g(t) − G(t)) = O(δ4),

d'après la dépendance continue de solutions des seconds membres, vu que R(t) − R0(t) =

O(δ2), Q(t) − Q0(t) = O(δ2). D'où le théorème, puisque l'on a

u(t) = (1/2)(f+g)(t) = (1/2)(F+G)(t) + O(δ4), v(t) = (1/2)(f−g)(t) = (1/2)(F−G)(t) + O(δ4);

c'est-à-dire que l'on obtient E(2xξ(t) − (F + G)(t)) = O(δ4) et E(2xt(t) − (F − G)(t)) = O(δ4).

Pour clore, remarquons que l'on retrouve le même résultat que celui dans [10], page 405, la
proposition 3.1: l 'équation de Koreteweg-de Vries est justifiée mathématiquement comme
l 'équation approchée pour les ondes longues de surface de l'eau dont les données initiales

satisfont aux conditions E(f(0)) = O(1) et E(g(0)) = O(δ2). C'est-à-dire que l'on a la

Proposition 6.15 Supposons que les données initiales satisfassent aux conditions suivantes:

(##) E(xξ(0, ξ) + xt(0, ξ)) = O(1), E(xξ(0, ξ) − xt(0, ξ)) = O(δ2).

Alors les ondes longues de surface de l'eau sont approchées par les solutions des équations de
Korteweg-de Vries suivantes:

Ft − Fξ− δ2((3/4)FFξ+ (1/2)Fξξξ) = 0 ,

Gt + Gξ+ δ2((3/4)GGξ+ (1/2)Gξξξ) = δ2(−(3/4)FFξ + (1/6)Fξξξ) ,

satisfaisant aux conditions initiales F(0) = F(0) et G(0) = G(0), au sens que l'on ait 

E(f(t) − F(t)) = O(δ4) et E(g(t) − G(t)) = O(δ4).

Preuve D'après les définitions de f et g, on voit que δ2R et δ2Q s 'écrivent comme



δ2R = δ2(− (1/4)ffξ+ (1/6)fξξξ) + δ2((3/4)ggξ − (1/4)(fg)ξ− (1/6)gξξξ),

δ2Q = δ2((1/4)ggξ− (1/6)gξξξ) + δ2(−(3/4)ffξ + (1/4)(fg)ξ + (1/6)fξξξ).

Par conséquent, on obtient d'abord

ft − fξ− δ2((3/4)ffξ+ (1/2)fξξξ) = O(δ4),

puisque l'on a g(t) = O(δ2) d'après la dépendance continue des solutions des données

initiales et des seconds membres d 'équation pour g. Ainsi f(t) − F(t) satisfait à l 'équation

linéarisée non-homogène de Korteweg-deVries avec un second membre d'ordre O(δ4) et la

donnée initiale nulle. D'où l'on obtient f(t) = F(t) + O(δ4). De même, on obtient g(t) = G(t) +
O(δ4) puisque l'on a 

gt + gξ+ δ2((3/4)ggξ+ (1/2)gξξξ) = δ2(−(3/4)ffξ + (1/6)fξξξ) + O(δ4),

compte tenu du fait que E(f(t) − F(t)) = O(δ4) et g(0) − G(0) = 0. D'où la proposition,
puisque l'on a 

u(t) = xξ(t, ξ) = (1/2)(f + g)(t, ξ) = (1/2)(F(t, ξ) + G(t, ξ))+ O(δ4), 

v(t) = xt(t, ξ) = (1/2)(f − g)(t, ξ) = (1/2)(F(t, ξ) − G(t, ξ))+ O(δ4). 
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